
Préparation à l'agrégation 2006/2007 Cours d'algèbre et alul formel
Mots lés : Graphes. Veteur propre ; matries stohastiques ; matries à oe�ients positifs.
Le jury n'exige pas une ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e) libre d'organiservotre disussion omme vous l'entendez. Il vous est onseillé de mettre en lumière vos onnais-sanes à partir du �l onduteur onstitué par le texte. Le jury demande que la disussion soitaompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vous organisiez votre présen-tation omme si le jury n'avait pas onnaissane du texte. Le jury aura néanmoins le texte sousles yeux pendant votre exposé.

L'algorithme Pagerank du moteur de reherhe Google
1. IntrodutionUn moteur de reherhe est un outil logiiel qui établit une liste (annuaire) des sites sur le web.Les internautes ont aès à et annuaire en e�etuant des requêtes sous forme de mots-lés. Sonfontionnement peut se déomposer en trois étapes :1. L'exploration automatique du web pour réupérer les adresses des pages web à aès publi: des agents appelés � robots � parourent les sites à intervalles réguliers, en utilisant lesliens hypertextes (lien permettant d'aéder à une page à partir d'une autre), ei de façonautomatique pour enregistrer de nouvelles adresses (URL).2. L'indexation qui onsiste à réupérer pour haque page web des mots onsidérés ommesigni�atifs. Ces mots sont enregistrés dans une base de données.3. Le lassement des pages web référenées dans la base de données a�n que l'internaute quie�etue une reherhe selon des mots lés reoivent en priorité les réponses selon un ordrede pertinene et d'importane.Nous présentons ii l'algorithme �Pagerank� utilisé par le moteur de reherhe Google pourl�étape de lassement des pages web. Cet algorithme attribue à haque page web une note quiva ontribuer au lassement des pages les plus importantes (elles qui ont la meilleure note) aumoins importantes.
2. Modélisation(s).Le web est représenté par un graphe orienté G = (S, A) où S est un ensemble �ni et A unsous-ensemble de S × S :

• L'ensemble S, des sommets du graphe est en bijetion ave l'ensemble des pages webréférenées : Chaque page référenée est numérotée et l'ensemble S est l'ensemble desnuméros des pages référenées soit un ensemble d'entiers de la forme {1, 2, ..., N}.C. Piaronny 1 E.N.S. de Cahan
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Figure 1: Un exemple de �web�ave 4 pages
• L'ensemble A des arêtes est en bijetion ave l'ensemble des liens hypertextes : l'arête (i, j),souvent désignée par i → j, est dans A si il existe sur la page i un lien pointant sur la page

j.Pour lasser les pages selon leur importane (terme à dé�nir), on souhaite leur attribuer à hauneune note, 'est à dire une fontion f de S dans Q+ déterminée en fontion des liens existants.L'idée de base est de onsidérer le web omme une démoratie, où haque page est à la fois életeuret andidat, et un lien de la page i sur la page j représente un vote de l�eleteur i vers le andidat
j.

• Une première idée est d'a�eter à haque page le nombre de pages pointant sur elle (onompte les voix) ; Dans notre exemple, la fontion serait f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 3, f(4) =
2. Le lassement induit par un tel hoix est peu �able dans la mesure où la note d'une pagepeut-être aisément augmentée de façon arti�ielle par la réation de pages pointant sur elle.

• Il parait raisonnable d'exiger qu'une page jugée importante transmette d'une ertaine façonette qualité aux pages sur lesquelles elle pointe. Une deuxième idée est don d'a�eter àune page la somme des notes des pages qui pointent sur elle. La fontion f serait ainsidé�nie omme solution du système :
∀i ∈ S, f(i) =

∑

j→i

f(j).

Il n'y a priori pas de raison que e système ait une solution.
• Un autre défaut de la méthode préédente est qu'elle donne la même importane à haquelien : deux pages d'égales importanes n'ont pas le même pouvoir de vote, si l'une pointe surune seule page alors que l'autre pointe sur de nombreuses pages, e qui n'est pas équitableet enourage la vénalité. Le prinipe de la lassi�ation faite par Pagerank utilise l'idéepréédente en limitant à 1 le vote de haque éléteur (page) de façon uniforme. Si, pourhaque page j, nj désigne le nombre de liens (vote) sur ette page la fontion f utilisée estdé�nie par :

∀i ∈ S, f(i) =
∑

j→i

f(j)

nj

.Sur notre exemple, toute solution est olinéaire à la solution f(1) = 12, f(2) = 4, f(3) =
9, f(4) = 6.C. Piaronny 2 E.N.S. de Cahan
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3. Une solution à ajusterLe problème est de trouver une fontion de notation f qui onvient et qui puisse être alulée.Le veteur (f(i))i dé�ni par la fontion f i-dessus, doit être un veteur propre relativement à lavaleur propre 1 de la matrie

S = (
1

nj

1j→i)i,j .Il faut don s'assurer que la matrie S admet bien 1 omme valeur propre.Remarque : Lorsque toute page est au moins pointée une fois, la matrie S véri�e les propriétésremarquables suivante:
• Les oe�ients de S sont positifs,
• la somme des oe�ients de haque olonne de S est égale à 1.La transposée d'une telle matrie est dite matrie stohastique.Une matrie stohastique admet e�etivement la valeur propre 1 et il en est don de même poursa transposée :Proposition 1 Soit P une matrie stohastique. Alors P admet 1 omme valeur propre assoiéeau veteur propre (1, ..., 1).Corollaire 1 Soit P une matrie stohastique. Alors tP admet 1 omme valeur propre.Dans le as général, les pages qui ne sont pointées par auune autre fournissent dans la matrie

S des olonnes de 0. La matrie S est alors une matrie à oe�ients positifs, majorée oe�ientpar oe�ient par la transposée d'une matrie stohastique. Le théorème de Perron-Frobéniusassure alors que son rayon spetral est plus petit que 1, atteint pour une valeur propre assoiéeà un veteur propre dont les oordonnées sont positives. Si e rayon est < 1, il n'existe pas defontion f (non triviale). Pour remédier à e problème, on peut remplaer es olonnes nulles pardes olonnes de 1

N
par exemple.Une autre di�ulté provient du aratère rédutible de la matrie S :Dé�nition : Une matrie S est dite rédutible si il existe une matrie de permutation Σ et desmatries A, B, C telles que :

S = Σ

(

A B
0 C

)

Σ−1.

Pour la matrie S, être irrédutible signi�erait : de toute page web, on peut atteindre n'importequelle page web en utilisant uniquement des liens hypertextes. Cette hypothèse est peu vraisem-blable et ontredite par des études statistiques faites sur le web.Il est pourtant important d'utiliser une matrie irrédutible pour le alul de f . La proposition i-dessous montre que sous ette hypothèse, il existe une veteur qui onvient, uniquement déterminési on ajoute une ondition de normalisation (par exemple, ∑

i f(i) = 1).
C. Piaronny 3 E.N.S. de Cahan
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Proposition 2 Soit P une matrie stohastique irrédutible. Le sous-espae propre ker(P − Id)est de dimension 1, engendré par un veteur dont les oordonnées sont stritement positives.
La matrie S est alors remplaée par la matrie T := (1 − α)S + αJ où J est une matrie ditede pertubation. Elle représente la possibilité pour l'internaute d'érire une URL au hasard plutotque de naviguer uniquement ave des liens. Ii, la matrie J est la matrie (N, N) dont tous lesoe�ients sont égaux 1

N
. Le nombre réel α est dans l'intervalle [0, 1] (dans l'algorithme, la valeur

α = 0, 15 est utilisée).
4. Le alul du veteur propre.Il y a plusieurs billions de pages web. Le veteur propre à aluler est don solution d'un systèmelinéaire de taille plusieurs billions. Une méthode pour le aluler est de l'approher :On hoisit un veteur x0 à oordonnées stritement positives, puis on dé�nit la suite xk+1 = Txk.Proposition 3 La suite normalisée (xk/||xk||1) onverge vers un veteur propre de T , relatif à lavaleur propre 1 et dont les oordonnées sont toutes stritement positives.La limite de ette suite est don la solution herhée. Etant donnée la taille des objets à manipulerpour faire le alul, même approhé, l'e�aité du alul est un enjeu ruial. Le alul du veteurpropre prend plusieurs jours et doit etre atualisé régulièrement.
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Figure 2: Un exemple de �web�ave 6 pages
Suggestions de développements.Soulignons qu'il s'agit d'un menu à la arte et que vous pourrez hoisir d'étudier ertains points,pas tous, pas néessairement dans l'ordre et d'une façon plus ou moins fouillée. Vous pouvezaussi vous poser d'autres questions que elles indiquées plus bas. Il est très vivement onseillé quevos investigations omportent une partie traitée sur ordinateur et, si possible, des représentationsgraphiques de vos résultats.

• On pourra démontrer les diverses propositions.
• On pourra étudier la vitesse de onvergene de la suite (xk)k.
• On pourra expliiter les di�érents tentatives de dé�nition d'une fontion de notation et leurssigni�ations sur un petit exemple, par exemple elui de la �gure 2.
• On pourra proposer une interprétation probabiliste des matries S, T et du veteur limitede la suite (xk/||xk||1).
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