
Préparation à l'agrégation 2006/2007 Cours d'algèbre e�e
tive
Mots 
lés : Fra
tions 
ontinues, réseaux, 
onvexité.
Le jury n'exige pas une 
ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre dis
ussion 
omme vous l'entendez. Il vous est 
onseilléde mettre en lumière vos 
onnaissan
es à partir du �l 
ondu
teur 
onstitué parle texte. Le jury demande que la dis
ussion soit a

ompagnée d'exemples traitéssur ordinateur. Il est souhaitable que vous organisiez votre présentation 
ommesi le jury n'avait pas 
onnaissan
e du texte. Le jury aura néanmoins le textesous les yeux pendant votre exposé.

Détermination du 
onvexe intérieur d'un polygone en géométrie dis
rète
1. Introdu
tionL'implémentation informatique d'objets géométriques impose leurs approxima-tions par des objets dis
rets (ne 
ontenant qu'un nombre �ni de points). Parexemple, pour représenter le plan eu
lidien , une grille [−a, a]× [−b, b]∩Z

2 serautilisée. Ces objets dis
rets n'ont pas les mêmes propriétés que leurs homologues
ontinus et 
'est le but de la géométrie dis
rète d'étudier théoriquement leursspé
i�
ités. On présente i
i la méthode utilisée pour déterminer les sommets du
onvexe intérieur d'un polygone dis
ret.
2. Développement d'un réel en fra
tions 
ontinuesDé�nition : Soit (a0, a1, ..., an) une famille d'entiers de 
ardinal n + 1, où
a1, ..., an sont stri
tement positifs. 0n note [a0, a1, ..., an] le rationnel

[a0, a1, ..., an] = a0 +
1

a1 + 1
a2+

1
a3+...

= a0 +
1

[a1, ..., an]
.

Un tel rationnel est appelé une fra
tion 
ontinue �nie.
Proposition 1 Soit (ai)i∈N une famille in�nie d'entiers où les ai sont stri
te-ment positifs, dés que i > 1. Alors la suite ([a0, a1, ..., an])i∈N 
onverge dans
R.Dé�nition : Soit (ai)i∈N une famille in�nie d'entiers où les ai sont stri
tementpositifs, dés que i > 1 et soit x la limite de la suite ([a0, a1, ..., an])n∈N On ditalors que x admet [a0, a1, a2, ...] 
omme développement en fra
tion 
ontinue. Si
n est un entier naturel, on appelle [a0, a1, ..., an] la réduite de rang n de x.C. Pi
aronny 1 E.N.S. de Ca
han
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Théorème 1 Tout nombre réel admet un développement en fra
tions 
ontinues.
On montre plus pré
isément qu'un tel développement est unique sauf lorsquele nombre est rationnel. Dans 
e 
as, il admet deux développements en fra
-tions 
ontinues, l'un 
ourt [a0, a1, ..., an] ave
 an > 1, l'autre long alors égal à
[a0, a1, ..., an − 1, 1].L'algorithme pour déterminer le développement en fra
tions 
ontinues (DFC)d'un réel x peut se dé
rire informellement de la façon suivante :

Développement en fra
tions 
ontinues du rationnel x

a0 := E(x)
y := E( 1

x−a0
)

z := 1
x−a0

− E( 1
x−a0

)DFC(x) := [a0, y,DFC( 1
z
)]

Pour déterminer les fra
tions rationnelles 
orrespondant aux réduites quiappro
hent une fra
tion rationnelle a
b
(ave
 a et b premiers entre eux), on peututiliser l'algorithmme suivant :

Liste des fra
tions rationnelles réduites du rationnel x = a
bpo:=0 ; q0:=1 ;p1:= 1 ; q1:=0 ;Liste := [(p0,q0), (p1,q1)℄ ;u:=a ; v:=b ; r:=1 ; ♯ InitialisationTant que (r 6= 0) faire Effe
tuer la division eu
lidienne de u par v u := vx + rp:= p1x + p0q:= q1x + q0Liste := [élémentsListe, (p, q)]p0 := p1; q0:= q1;p1:= p; q1 := q:u:= v;v:= r ;fin faireretourner Liste

C. Pi
aronny 2 E.N.S. de Ca
han
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3. Pointillés de BezoutProposition 2 Soit D une droite du plan eu
lidien ; les assertions suivantessont équivalentes :i) D admet une in�nité de points de Z

2 ;ii) D passe par deux points de Z
2.iii) D admet une équation ax + by + c = 0 ave
 a, b, c entiers et pg
d(a, b) = 1.Soient A et B deux points distin
ts de Z

2. On note DAB la droite passant par
A et par B et ax + by = c = 0 une équation de DAB ave
 a, b, c entiers etpg
d(a, b) = 1 (on peut remarquer qu'il existe deux telles équations opposéesl'une de l'autre). Si M = (u, v) ∈ Z

2, la distan
e de M à DAB est
d(M, DAB) =

au + bv + c√
a2 + b2

.Les points de Z
2 qui ne sont pas sur DAB mais le plus près possible sont don
les points M = (u, v) tels que au + bv + c = ±1.Dé�nition : Soient A et B deux points distin
ts de Z

2. On note DAB ladroite passant par A et par B et ax+by+c = 0 une équation de DAB ave
 a, b, centiers et pg
d(a, b) = 1. Les points M = (u, v) de Z
2 tels que au+ bv + c = ±1sont appelés pointillés de Bezout de la droite DAB.Dé�nition : Soient A et B deux points distin
ts de Z

2. On dit que B estvisible depuis A si le segment ]A, B[ ne 
ontient au
un point de Z
2.Proposition 3 Soient A et B deux points distin
ts de Z

2 ; on note (c, d) les
oordonnées du ve
teur ~AB ; les assertions suivantes sont équivalentes :i) B est visible depuis A ;ii) pg
d(c, d) = 1 ;iii) il existe une matri
e à 
oe�
ients entiers et de déterminant égal à 1 dontla première ligne est égale à (c, d) .Remarque : Plus généralement, le nombre de points de Z
2 ∩ [A, B] est

1 + pg
d(c, d).4. Entonnoir de KleinSoit x un rationnel stri
tement positif et soient a et b deux entiers naturels pre-miers entre eux tels que x = a
b
; on 
onsidère le développement en fra
tion 
on-tinue 
ourt de x, [a0, ..., an]. Pour i dans {0, ..., n}, soient pi et qi deux entiersnaturels premiers entre eux tels que [a0, ..., ai] =DFC(pi

qi

). Soient I, J, M0, ..., Mnla famille de points I = (1, 0), J = (0, 1), Mi = (qi, pi), i ∈ {0, ..., n}.C. Pi
aronny 3 E.N.S. de Ca
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Théorème 2 La ligne polygonale I, M0, M2, M4, ..., M2E( n

2
), M est 
on
ave etsituée au dessous de la droite DOM , la ligne polygonale J, M1, M3, M5, ..., M2E( n−1

2
)+1, Mest 
onvexe et située au dessus de la droite DOM . La région du plan délimitéepar 
es deux lignes et les deux axes ne 
ontient pas d'autre point à 
oordonnéesentières. Les points O, I, J, M0, M1, ..., Mn = M sont ses points extremaux.Dé�nition : La région ainsi délimitée est appelée entonnoir de Klein dusegment [O, M ].
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4. Ra

ord de KleinSoient A, B deux points distin
ts de Z
2, non alignés ave
 l'origine O et tousdeux visibles depuis 0. Soit E l'ensemble des points distin
ts de O dans Z

2 etdans l'enveloppe 
onvexe des points O, A, B. L'enveloppe 
onvexe de E dans R
2est un polygone 
onvexe dont les points extrémaux sont A, B et une suite �niede points M1, ..., Mn.Dé�nition : La ligne polygonale A, M1, ..., Mn, B est appelée ra

ord deKlein de O, A, B.Dans le 
as où A = I = (1, 0) et où B = (u, v) ave
 u et v stri
tement positifs,
ette ligne polygonale est le bord 
on
ave de l'entonnoir de Klein du segment

[O, B]. Les points M1, ..., Mn se 
onstruisent en 
al
ulant les réduites d'ordrepair du rationnel d
c
.Un ra

ord de Klein, dans le 
as général, se 
al
ule en utilsant une matri
e à
oe�
ients entiers et de déterminant égal à 1 qui envoie le point A sur le point

I (si le point O n'est pas l'origine, on s'y ramène par translation).5. Polygone 
onvexe intérieurC. Pi
aronny 4 E.N.S. de Ca
han
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Dé�nition : Un polygone 
onvexe P dont les sommets sont dans Z

2 est ditminimal si l'intérieur de P et Z
2 ne se ren
ontrent pas (Int(P) ∩ Z

2 = ∅.Notation : Soit P un polygone 
onvexe de sommets les points A0, ..., An−1à 
oordonnées entières. On suppose que n > 3, les Ai sont tous distin
ts et nonalignés, de façon à assurer que P n'est pas un polygone aplati. On a numérotéles sommets dans le sens trigonométrique dire
t en partant de A0 ; de plus par
ommodité, la numérotation est faite modulo n.Soit i ∈ {0, ..., n − 2}. Soient aix + biy + ci = 0 l'équation de la droite DAiAi+1ave
 ai, bi, ci entiers, pg
d(ai, bi) = 1 et le polygone P 
ontenu dans le demi-pland'inéquation aix+biy+ci > 0. On remarque qu'alors le ve
teur de 
oordonnées
(ai, bi) normal à la droite DAiAi+1

tourne dans le sens dire
t lorsque i augmente.Théorème 3 Soit P un polygone 
onvexe de sommets les points A0, ..., An−1à 
oordonnées entières. On suppose que P n'est pas un polygone aplati (enparti
ulier n > 3). Pour i ∈ {0, ..., n−2}, soit aix+biy+ci = 0 l'équation de ladroite DAiAi+1
ave
 ai, bi, ci entiers, pg
d(ai, bi) = 1 et le polygone P 
ontenudans le demi-plan d'inéquation aix + biy + ci > 0 ; on note B1

i le pointillé deBezout tra
e de la droite d�équation aix + biy + ci = 1 sur Z
2. Les assertionssuivantes sont équivalentes :1. P n'est pas minimal2. il existe un indi
e i dans {0, ..., n − 2} tel que B1

i ∩ P est non vide,3. pour tout indi
e i dans {0, ..., n − 2}, B1
i ∩ P est non vide.Soient Ai−1, Ai, Ai+1 trois points 
onsé
utifs du polygone supposé non min-imal. Déterminons les points de (Int(P) ∩ Z

2 les plus pro
hes de Ai.
• Le point Ai est l'interse
tion des droites ai+1x + bi+1y + ci+1 = 0 et

ai−1x + bi−1y + ci−1 = 0.
• Les points du pointillé de Bezout B1

i−1 véi�ent ai−1x + bi−1y + ci−1 = 1.Si on 
hoisit deux entiers u et v tels que ai−1u + bi−1v = 1, alors lespoints du pointillé de Bezout B1
i−1 sont les points Mk de 
oordonnées(respe
tivement) (uk, vk) = (u(1−ci−1)+kbi−1, v(1−ci−1)−kai−1), pour

k ∈ Z.
• On 
her
he à minimiser parmi 
es points les plus pro
hes de la droited'équation aix + biy + ci = 0.

d(Mk, DAiAi+1
) = aiuk+bivk+ci√

a2
i
+b2

i

=
= 1√

a2
i
+b2

i

((1 − ci−1)(aiu + biv) + k(aibi−1 − ai−1bi) + ci

=
= α − kβC. Pi
aronny 5 E.N.S. de Ca
han
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ave
 β > 0 (pourquoi?). Don
 
ette distan
e est minimale pour k tel que

k = F (
α

β
− 1) = F (

(1 − ci−1)(aiu + biv) + ci − 1

ai−1bi − aibi−1
).Ce point est noté Pi.

• De même, on 
her
he à à minimiser parmi 
es points les plus pro
hes dela droite d'équation aix + biy + ci = 0 on obtient
l = E(

α

β
− 1) = E(

(1 − ci−1)(aiu + biv) + ci

ai−1bi − aibi−1
).Ce point est noté Qi.On obtient ainsi deux points (éventuellement 
onfondus).On peut alors dé
rire de façon très informelle un algorithme qui détermine laliste des sommets du 
onvexe intérieur d'un polygone 
onvexe non mimimaldans Z

2. Sommets du 
onvexe intérieurEntrée : Sommets du polygone A0, ..., An−1Véri�er que le polygone n'est pas minimalVéri�er que les sommets sont 
orre
tement numérotés (orientation)Pour 
haque triplet (Ai−1, Ai, Ai+1 
al
uler les deux points Pi, QiSi Pi 6= Qi, rempla
er Ai par un ra

ord de Klein de (Pi, Ai, Qi)Si Pi = Qi, rempla
er Ai par Qi

Suggestions de développementsSoulignons qu'il s'agit d'un menu à la 
arte et que vous pourrez 
hoisir d'étudier
ertains points, pas tous, pas né
essairement dans l'ordre et d'une façon plus oumoins fouillée. Vous pouvez aussi vous poser d'autres questions que 
elles in-diquées plus bas. Il est très vivement 
onseillé que vos investigations 
omportentune partie traitée sur ordinateur et, si possible, des représentations graphiquesde vos résultats.
• On pourra justi�er les résultats introduits dans le texte sans démonstration
• On pourra expliquer pré
isément 
omment le théorème 2 peut être adaptépour déterminer l'entonnoir de Klein d'un segment [AB] ave
 A et B dans

Z
2 et A visible de B.C. Pi
aronny 6 E.N.S. de Ca
han
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• On pourra établir des �gures de 
ha
une des situations dé
rites par letexte :� Pointillés de Bezout d'une droite passant par deux points de Z

2.� Entonnoir de Klein d'un segment [OM ] ave
 M visible de O.� Un exemple de ra

ord de Klein
• Un algorithme qui détermine si un polygone di
ret est minimal.
• Un algorithme qui détermine le 
onvexe intérieur d'un polygone dis
ret.

C. Pi
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